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Leggi 
1. La quadriaccellerazione è invariante in tutti i sistemi di riferimento inerziali 


2. La lagrangiana della Relatività generale è responsabile di un'interazione 
fondamentale della legge di Planck 


3. Calcolando le trasformazioni di Galileo (tempo assoluto classico) si ha 
un'accellerazione 


4. La superficie parametrica ed anche la scala logaritmica misurano le 
geodetiche applicando il tensore di Riemann 


5. La costante di Planck è una scala logaritmica 


6. Il logaritmo lb a base 2 (binario) della velocità della luce nel vuoto è un 
infinitesimale che provoca un campo magnetico e una variazione della forza di 
Lorentz 


7. La scala logaritmica parte dai valori dell'effetto Doppler 

8. La Relatività ristretta si può sviluppare secondo una scala logaritmica 

9. La Relatività Generale si può sviluppare secondo una scala semilogaritmica 
10. Il modello Lambda-CDM può essere misurato con un calcolatore 
Applicazioni 

1. Applicare i valori infinitesimali alle trasformazioni di Lorentz 


2. Trasformare la frazione in un logaritmo 


Spiegazioni 
La quadriaccellerazione 


La quadriaccelerazione di una particella è un quadrivettore definito come la 

derivata della quadrivelocità rispetto al tempo proprio: 
dU 
A=— 
AT 


Sviluppando la precedente relazione: 
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la precedente relazione è spesso scritta in forma compatta come 


A= Ta ev)[c,v]+y?[0, v] 
ci 


Espressione standard della quadriaccelerazione 
Nel caso di basse velocità (v<<c) il fattore g tende ovviamente a 1, e quindi la 
quadriaccelerazione si riduce a: 
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Quindi, come dovevamo aspettarci, al limite per basse velocità la parte 
spaziale della quadriaccelerazione tende all'accelerazione classica. 


Teorema: La quadriaccelerazione è sempre ortogonale alla quadrivelocità 
Dimostrazione: La quadrivelocità soddisfa la relazione U-U=-c2. Derivando 
entrambi i membri rispetto al tempo proprio otteniamo: 
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la quale basta a dimostrare il nostro teorema. 


Il principio di relatività galileiana afferma l'assoluta equivalenza fisica di tutti i 
sistemi di riferimento inerziali: nessun esperimento eseguito all'interno di un 
dato sistema di riferimento può evidenziare il moto rettilineo ed uniforme 
dello stesso sistema, o, in altre parole, le leggi fisiche scoperte da 
sperimentatori che lavorino in laboratori in moto relativo rettilineo ed 
uniforme devono avere la stessa forma. Si tratta ora di ricavare le formule che 
legano le coordinate spazio temporali di uno stesso evento visto da due diversi 
riferimenti e di provare che le leggi della fisica sono invarianti, nella forma, al 
passaggio da un riferimento all'altro: si tratta cioè di tradurre in formule il 
contenuto di questo principio. 
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Si considerino due riferimenti, S ed S', di cui S' mobile, rispetto ad S, di moto 


rettilineo ed uniforme, con velocità Y. Si supponga che gli osservatori solidali 
ad S e S' siano dotati di due orologi per la misura dei tempi, preventivamente 
sincronizzati in modo che, per esempio, quando O coincide con O' entrambi gli 
orologi segnino zero. Non è restrittivo prendere, come noi faremo, gli assi x 


dei due riferimenti sovrapposti, in modo che ” sia parallela allo stesso asse x. 
Si consideri un certo evento fisico che avviene in un punto P con coordinate 
(x,y,z) e (x', y',z') rispetto a S e S' rispettivamente, e negli istanti t e t' misurati 
dai due osservatori. Tenendo conto che 00' = Vt e che sembra ovvio supporre 
t'=t, dalla figura qui sopra segue subito che valgono le cosiddette 

x = x-Vi 
5, = y 
Z = Z 
Trasformazioni Galileiane: | ‘ È : 
Osserviamo in particolare che la quarta di queste formule è sempre stata 
ritenuta evidente, e lo è ancora nella vita pratica. La negazione dell'ipotesi 
(perché si tratta di un'ipotesi e non di una proprietà dimostrata 
sperimentalmente) che gli orologi dei due osservatori debbano segnare lo 
stesso tempo costituisce, come vedremo, uno degli aspetti innovativi della 
relatività Einsteniana. 
Per derivazione si possono ottenere le formule per la composizione delle 


vi, = v.,-V 
Vv, = % 
velocità: 3: 5 % = v'=v-7. 
Una ulteriore derivazione porta alla conclusione, fondamentale, 
a', = 4, 
a', = 4@, 
che a', = 4; Da'=a. 


Se teniamo conto del fatto che la massa dei corpi è un invariante, utilizzando 


— 


la equazione fondamentale della dinamica (definizione di forza), f=?@, 
concluderemo che che la forma delle equazioni non dipende dal riferimento. 
Una modifica delle trasformazioni di Galileo deve portare necessariamente ad 
una modifica della equazione fondamentale della dinamica, se vogliamo 
salvare il principio di relatività. Questa modifica costituisce uno dei tanti 
pilastri della teoria della relatività che, occorre sottolinearlo fin dal principio, 
non ha negato la validità del Principio di relatività galileiana, ma solo delle 
formule di passaggio da un riferimento ad un altro: il Principio è anzi stato 
esteso a tutti i fenomeni e non solo a quelli meccanici. 
*http://www.batmath.it/fisica/a relativita/galil.htm 

La costante di Planck 

La Costante di Planck è quella lettera “h” minuscola che può capitarci di 
trovare in qualche formula di Fisica ed è legata alla quantizzazione delle 
grandezze che andiamo ad indagare quando studiamo la materia a livello 
microscopico. Stiamo quindi ragionando di elettroni, protoni, neutroni e 
fotoni, di Fisica, materia che prevede anche lo studio dell’Elettromagnetismo e 
della Legge di Coulomb. 


L'ipotesi di una struttura atomica della materia riprese ad affermarsi nella 
scienza con la scoperta di alcune proprietà chimiche e con l’affinarsi di 
tecniche spettroscopiche. Essa divenne realtà con un altro lavoro di Einstein 
sul moto browniano, pubblicato sempre nel 1905 (annus mirabilis papers). La 
spiegazione fornita dallo scienziato su tale fenomeno richiedeva l’esistenza 
fisica degli atomi, che iniziarono così ad essere oggetto di studio non solo in 
chimica ma anche in fisica. Lo studio dell'atomo più elementare, l’atomo di 
idrogeno, e la scoperta della prima particella di materia, l’elettrone 
(considerata anche come unità elementare di carica elettrica), portò alla 
convinzione che la materia nelle sue strutture basilari fosse costituita da 
corpuscoli. Alla discontinuità della materia (opinione ormai condivisa a fine 
Ottocento in tutto il mondo scientifico) si contrapponeva la continuità delle 
varie forme di energia, tra cui la luce e i fenomeni elettromagnetici 
mirabilmente descritti dalla teoria ondulatoria di Maxwell. Tuttavia nel 1900 
Max Planck (Kiel, 1858 - Gottinga, 1947), nello studiare la radiazione termica 
emessa da alcuni oggetti (spettro del corpo nero), ricorse, per spiegare il 
comportamento sperimentale osservato, all’ipotesi che l'energia della 
radiazione non fosse distribuita in modo continuo nello spazio ma venisse 
trasmessa in pacchetti o ‘quanta’. 

Questa ipotesi particolarmente rivoluzionaria - che portava a considerare 
anche l’energia avente una struttura granulare come la materia - sancì l’inizio 
della meccanica quantistica. In tale teoria una radiazione elettromagnetica di 
frequenza ®@ è costituita da quanti di energia @ tale che 

@=h®@ (2)dove h (pari a circa 6,6261-10-34 J-s), definito come ‘quanto di 
azione’ e misurato dal prodotto di un'energia per un tempo, è una nuova 
costante universale della natura. 
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La quantizzazione 


La quantizzazione dell’energia introdotta da Planck con l'equazione (2) risolse 
il problema della ‘catastrofe ultravioletta’ (Fig. 7) generato dalla legge di 
Rayleigh-Jeans di derivazione classica; tale legge prevedeva un'energia 
infinita nello spettro della radiazione di corpo nero al crescere della frequenza 
(quindi al diminuire della lunghezza d’onda), diversamente da quanto invece 
sperimentato e osservato. Da sottolineare che l’aver resa granulare e quindi 
discontinua l'energia della radiazione risolse il problema di un fastidioso 
infinito in natura non conciliabile con l'osservazione del fenomeno dello 
spettro del corpo nero. 

L'applicazione dell’ipotesi di Planck alla radiazione luminosa portò Einstein a 
ipotizzare l’esistenza di quanti di luce (fotoni) e da lui utilizzati per spiegare 
l'emissione di elettroni dalla materia quando investita da un fascio di 
radiazione elettromagnetica (Fig. 8), noto come effetto fotoelettrico per cui 
nel 1921 Einstein fu insignito del premio Nobel. 

E’ dunque la meccanica quantistica a reintrodurre nella natura il concetto di 
discontinuità, come sottolineato da Niels Bohr (Copenaghen, 1885 - 1962), 
uno dei padri fondatori della teoria quantistica che applicò l’idea di Planck alla 
descrizione meccanica dell'atomo di idrogeno e alla spiegazione degli spettri 
di emissione e assorbimento. Egli affermò infatti che il postulato quantistico 
“attribuisce a qualsiasi processo atomico una discontinuità, o piuttosto 
un’individualità, essenziale, completamente estranea alle teorie classiche e 
simboleggiata dal quanto di azione di Planck”[6]. 


La discontinuità, di cui Democrito nell’antichità fu un precursore e che invece 
Platone e Aristotele osteggiarono e abolirono completamente dalla filosofia 
naturale, diventa quindi il fondamento della natura grazie alla meccanica 
quantistica. La nuova teoria pone però tutto ciò in risalto su considerazioni 
scientifiche ovvero attraverso un modello matematico tale da descrivere il 
fenomeno osservato, mettendo in evidenza un'ulteriore e profonda simmetria 
alla base della realtà: la granularità nel contempo della luce e della materia, 
dell'energia e della massa. 

Dunque, come notò lo stesso Einstein, non solo ad essere atomizzata era la 
materia ma anche l’energia e la luce. Werner Karl Heisenberg (Wurzburg, 
1901 - Monaco di Baviera, 1976), che contribuì con Bohr a sviluppare e 
consolidare la meccanica quantistica, affermò: “luce e materia sono fenomeni 
fisici unitari; la loro apparente doppia natura deriva soltanto dalla sostanziale 
insufficienza del nostro linguaggio”[7]. 

In riferimento alla teoria della conoscenza descritta da Kant nella sua già 
citata opera, si può dire, in linea con quanto espresso da Heisenberg, che, per 
descrivere i fenomeni in cui entra in gioco la meccanica quantistica, non si 
possono usare le forme a priori ovvero le categorie tipiche del linguaggio della 
fisica classica. A ciò si aggiunge il fatto che lo sviluppo della teoria quantistica 
della materia porterà, come vedremo, a riconsiderare anche il rapporto tra 
soggetto e oggetto nel processo di indagine conoscitiva della natura. 


Infatti dopo quasi 117 anni non possiamo più catalogare la Relatività Ristretta 
come “fisica moderna”, proprio allo stesso modo in cui Einstein nel 1905 non 
si riferiva alla meccanica lagrangiana del 1790 con il nome di “fisica 
moderna”. 

Il modo migliore per spiegare la nostra comprensione dello spaziotempo è 
quello di fare un passo indietro e studiare come la pensavamo qualche secolo 
fa. 

I quattro numeri della nostra realtà 


Altezza 


Un oggetto tridimensionale della nostra realtà. 
La nostra intuizione sensoriale ci suggerisce che viviamo in uno spazio 
tridimensionale, infatti gli oggetti hanno una lunghezza, larghezza e altezza. 
Per descrivere un oggetto a un’altra persona senza fargli vedere una sua 
fotografia possiamo misurarlo e poi dirle quanto è lungo, largo e alto: tre 
numeri, niente di più e niente di meno, perché tre sono le dimensioni che 
percepiamo dello spazio attorno a noi. 

Allo stesso modo, quando vogliamo descrivere i fenomeni che accadono 
intorno a noi dobbiamo essere in grado di dire dove si sono verificati e in che 
istante di tempo. Per capirsi tutti al volo sul “dove”, sono state inventate le 
mappe e i sistemi di coordinate che scandiscono lo spazio intorno a noi con dei 
numeri ben precisi, mentre per essere tutti d'accordo sul “quando” è stato 
inventato l'orologio, che scandisce con altri numeri ben precisi lo scorrere di 
una misteriosa entità che chiamiamo “tempo”. 

Un evento è per definizione l’unione tra le tre informazioni spaziali sul “dove” 
e la singola informazione temporale sul “quando”. Quando diciamo “alle 15:06 
di ieri si è rotto il vaso nella veranda di nonna” stiamo assegnando all’evento 
“Rottura del vaso” le coordinate geografiche “veranda di nonna” e la 
coordinata temporale “ora locale 15:06”. In totale sono quattro numeri: tre 
spaziali e uno temporale. 

In totale un evento è descritto da quattro numeri: per seguire i fenomeni che 
accadono intorno a noi non possiamo usare meno di quattro numeri o 
rischieremmo di non farci comprendere dagli altri. 

Lo spazio e il tempo prima del XX secolo 


In passato i fisici si fecero guidare dall’intuizione e immaginarono spazio e 
tempo come due entità separate. Questo perché nulla nell'esperienza di tutti i 
giorni ci farebbe intuire il contrario. Per quei fisici, l’immagine mentale del 
“tempo” è proprio la stessa che intuiamo dalla vita di tutti i giorni. 

Il tempo è una retta infinita che si estende dall’infinito passato fino all’infinito 
futuro, ma che ha un'unica orientazione: scorre solo verso il futuro. 

Per i fisici del passato esisteva un'unica freccia del tempo universale: ogni 
evento dell’universo accadeva in un preciso istante di tempo su cui 
potenzialmente tutti possono concordare. 

Vediamo la conseguenza del ragionamento di quei fisici. Supponiamo che una 
persona si metta d’accordo con un astronauta prima della sua partenza e che 
sincronizzino i propri telefoni in modo da far partire una suoneria ogni 8 ore 
per il resto della loro vita. In questo modo quando l’astronauta si troverà su 
Marte e sentirà la suoneria del proprio telefono, saprà che in quel preciso 
istante di tempo il suo amico sulla Terra avrà sentito la stessa suoneria. I due 
amici potranno quindi definire un istante chiamato “presente”, cioè una 


nozione di “adesso”. 

Se non vedi nulla di strano in questa conseguenza, è perfettamente 
comprensibile! Siamo abituati a concepire il tempo in questo modo, cioè come 
un’entità universale che scorre allo stesso modo per tutti, e i fisici del passato 
non erano comunque scemi nonostante pensassero ciò! 
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II moto di una pallina in una sola 
dimensione può in principio essere studiato con righello e cronometro. 


Spazio e tempo non sarebbero comunque granché utili se non li facessimo 
“cooperare” per provare a fare delle previsioni sul mondo che ci circonda. 
Per studiare il moto di una pallina su un tavolo potremmo ad esempio 
utilizzare un righello per tracciare la sua posizione, e un cronometro per 
tenere traccia del tempo che passa. Così facendo, finiamo per collezionare un 
insieme di eventi come “pallina nel punto 2.5 cm all’istante 1.51 s” o “pallina 
nel punto 4.7 cm all’istante 2.05 s” che messi in successione tra loro 
costituiscono la traiettoria della pallina. 

Usiamo una sola coordinata spaziale per semplicità: il moto si svolge su una 
sola dimensione spaziale.. 

Se sei familiare con il concetto di piano cartesiano, possiamo scegliere di 
rappresentare gli eventi raccolti su di esso, solo che al posto di “y” mettiamo il 
tempo “t” trascorso. A differenza di un piano geometrico bidimensionale, 
abbiamo ora davanti un piano spaziotemporale (in gergo “1+1 dimensionale”, 
cioè una dimensione spaziale, che è la “x”, e una dimensione temporale): 
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Un 
diagramma spazio-tempo per il moto di una pallina. 
Se collezionassimo tantissimi eventi per il moto della pallina e collegassimo 
tutti i puntini blu con una linea continua, troveremmo quella che è nota 
essere la traiettoria della pallina. 
Se la pallina fosse ferma in ogni istante di tempo, la sua traiettoria nello 


spazio-tempo sarebbe la seguente 


Pallina 
ferma 
X 
3 4 5 


Il grafico spazio- 
tempo di una pallina ferma nel punto x=2.5 cm. 

Questo perché la coordinata “x“, per definizione di “fermo”, non deve 
cambiare nel tempo. Il tempo scorre in verticale, e la posizione rimane fissa 
sul punto x=2.5 cm. 

Un pallina che si muove con velocità costante avrebbe invece il seguente 
grafico: 


A parità di intervallo di 
tempo passato, la pallina percorre sempre porzioni uguali di spazio: la velocità 
è allora costante. 

Potremmo anche non limitarci al moto dei corpi e usare i diagrammi 
spaziotempo per raccogliere tutti gli eventi della nostra realtà! 

Ad esempio tutti gli eventi dello spazio che avvengono allo stesso istante di 
tempo si ottengono tracciando la retta parallela all'asse “x”. Questa retta è 
detta “linea di simultaneità” 


Eventi simultanei 


Tutti gli eventi 
spaziali che avvengono all’istante “t=2 s” fanno parte della linea di 
simultaneità in arancione. 
Scorrendo con il dito lungo la retta arancione, il tempo non cambia, è sempre 
fisso a “t=2 s”, mentre lo spazio cambia. Stiamo esplorando tutti i punti dello 
spazio che esistono nel medesimo istante di tempo. 
Allo stesso modo possiamo raccogliere tutti gli eventi che avvengono nello 
stesso punto dello spazio tracciando la retta parallela all’asse “t”, come fatto 
nel caso della pallina ferma. 
Il punto importante da capire però è che lo spaziotempo esiste 
indipendentemente dal nostro diagramma cartesiano. Il diagramma con cui 
scegliamo di catalogare gli eventi si chiama “sistema di riferimento” ed è 
totalmente arbitrario. Decido io quando far iniziare il conteggio del 
cronometro e decido io dov’è il punto di partenza in cui mettere lo zero del 
righello. Nonostante ciò, il moto della pallina avviene comunque in uno 
spaziotempo “invisibile”, e le coordinate che uso per descriverlo non sono 
altro che una mia personale interpretazione con cui posso fare delle 
previsioni. 


Sistema di riferimento B 
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L'evento nello spaziotempo esiste anche se non c’è nessun sistema di 
riferimento che lo descrive. Lo spaziotempo esiste indipendentemente dai 
sistemi di riferimento. 

Proprio per questo motivo, la Fisica prevede che le sue leggi si mantengano 
vere indipendentemente dalle coordinate di chi le sta utilizzando. Non avrebbe 
proprio senso se la realtà dipendesse dal tipo di righello o cronometro che 
uso! 

Le trasformazioni di Galileo 

Galileo Galilei, l'ideatore del principio di relatività. 

In particolare, come studiato da Galileo, le conclusioni degli esperimenti di 
Fisica devono essere identiche a seconda che siano studiate su un treno che si 
muove a velocità costante o che stia fermo rispetto alla stazione. Muoversi a 
velocità esattamente costante è comunque una cosa rara, concorderai 
sicuramente che capita spesso di sentirsi “tirati” in una direzione o in un’altra 
in un viaggio in macchina, o in treno quando frena o fa una curva. In quei 
frangenti il moto non è a velocità costante, ma trascurandoli possiamo dire 
che il resto del viaggio si svolge in maniera che se oscurassi i finestrini e 
mascherassi il suono del motore, non saresti in grado di dire se si è fermi o in 
movimento. Questa è l’idea di Galileo: il principio di relatività. 

Se mettiamo tre persone di tre nazionalità diverse davanti a una mela su un 
tavolo, ciascuna delle tre persone dirà nella propria lingua “la mela è sul 
tavolo”. Il fatto che la mela stia sul tavolo è un dato di fatto che non può 
dipendere dalla particolare lingua che si utilizza per descriverlo. 

Siccome l’obbiettivo degli umani è comunicare tra loro, deve esistere una 
traduzione da un linguaggio all’altro che mantenga intatto il fatto 

oggettivo che la mela è sul tavolo. 

Allo stesso modo, sistemi di riferimento in moto relativo l’uno con l’altro 
devono poter concordare sui fenomeni che osservano con le proprie 
coordinate. Deve quindi esistere una traduzione da un set di coordinate 


all’altro che mantenga intatto il fatto oggettivo di ciò che si manifesta nello 
spaziotempo. 

Se il moto relativo è a velocità costante, la traduzione linguistica è 
particolarmente semplice e lascia inalterati tutti i risultati della Fisica: si 
chiama trasformazione di Galileo. 

Dati due osservatori che utilizzano due piani cartesiani diversi con coordinate 
diverse: 


Osservatore 1: (2,4) Osservatore 2: (X,T) 


Se “v” è la velocità relativa, possiamo ottenere le coordinate di uno in 
funzione delle coordinate dell’altro con una trasformazione di Galileo: 


X=2r- 0 


a î Una trasformazione di Galileo. 
Ovviamente abbiamo assunto che i due osservatori abbiano sincronizzato i 
propri orologi in un certo istante di tempo precedente, ecco perché le loro 
coordinate temporali sono identiche: T=t. 
Con questa traduzione possiamo descrivere con le coordinate dell’osservatore 
2 tutti gli eventi descritti in precedenza con le coordinate dell'osservatore 1. 
Una cosa concettualmente molto utile per ciò che faremo dopo è 
rappresentare i due sistemi di riferimento nello stesso grafico. Rispetto 
all’osservatore 1, gli assi dell'osservatore 2 si ottengono impostando le loro 
equazioni T=0 e X=0. Infatti l’asse T è anche noto come “la retta verticale tale 
che X=0”“. Quindi possiamo ricavare l’asse T nelle coordinate (x,t) sostituendo 
“0” al posto di “X“ 


1 
o =x-ut=0 és 


1 

Asse T nelle coordinate 1: =>t=-x 
(0, 
Nel diagramma spazio-tempo di prima avremo quindi 


Una 


trasformazione di Galileo da coordinate (x,t) a coordinate (X, T). 

La cosa più importante da notare è che rispetto all’osservatore di 

coordinate (x,t), l’asse T del secondo osservatore è geometricamente 

inclinato: questa inclinazione rappresenta il fatto che il secondo osservatore si 
sta muovendo rispetto al primo con una certa velocità. 

Ora studiamo un po’ come questi osservatori interpretano lo spaziotempo 
intorno a loro. Le linee di simultaneità sono sempre rette parallele agli assi x e 


X per definizione: 


Linee di simultaneità 


I punti dello 


spazio simultanei tra loro secondo l’osservatore (X,T) sono simultanei anche 
per l'osservatore (x,t). Per verificare, scorri una retta arancione con il dito e 
verifica che non ti stai spostando né sulla coordinata t, né sulla coordinata T. 
Le trasformazioni di Galileo non toccano la simultaneità: il tempo, nella 


concezione galileiana e newtoniana della fisica classica, è assoluto. 
Ovviamente invece il discorso cambia se consideriamo gli eventi che 
avvengono in un unico punto nello spazio dell'osservatore in movimento. 
Magari l'osservatore 2 è in auto e sta segnando sul taccuino la posizione di un 
suo compagno di viaggio che è fermo rispetto a lui in ogni istante di tempo. 
Tuttavia dal nostro punto di vista in cui osserviamo l’autostrada da un casello, 
quel compagno di viaggio non è fermo! 


Come abbiamo fatto prima, per ottenere le rette degli eventi che avvengono 
nello stesso punto dello spazio tracciamo le parallele all’asse T, quindi si avrà: 


t N, 


v X 


Le rette degli eventi che per l'osservatore (X,T) avvengono tutti in uno 
specifico punto del suo sistema di riferimento. 

Come puoi notare, le rette non sono verticali anche per l'osservatore 

fermo (x,t), proprio perché dal suo punto di vista tutti quegli eventi che sono 
fissi nel sistema di riferimento (X,T) si muovono alla stessa velocità di questo. 
Infatti le rette hanno la stessa inclinazione dell’asse T, che rappresenta, come 
detto, il moto dell'osservatore 2. 

Il tuo occhio potrebbe ora notare un fatto interessante: dal grafico sembra che 
l'intervallo temporale AT tra i due eventi (indicato in rosso), sia maggiore 
dell’intervallo temporale At, quando invece sappiamo che nelle trasformazioni 
di Galileo deve essere rigorosamente: 


At AT l'intervallo di tempo tra due eventi è un numero su cui 
tutti gli osservatori connessi da una trasformazione di Galileo devono sempre 
concordare. 

Questo è un dettaglio acutissimo e che potenzialmente potrebbe generare 
molta confusione. Non se ne parla spesso. 

La verità è che quell’asse “T” ruotato non ha la stessa scala di lettura dell’asse 
originale, proprio per via della rotazione! Una volta tenuto conto di questo 
fattore di scala, troviamo che anche se visivamente le lunghezze indicate in 
rosso sembrano diverse, a conti fatti risultano uguali, come ci aspettiamo. 
Una dimensione spaziale in più 

Ora che abbiamo macinato un po’ di percorso, aggiungiamo una dimensione 


spaziale in più per divertimento. Assieme alla “x” consideriamo anche la “y” 
per ottenere il classico, beneamato piano euclideo. 

Lo spazio-tempo ha ora dimensione 2+1 (due spaziali e una temporale), e può 
essere visualizzato nel modo seguente: 


Tempo 


LA 
Spazio 
PE 
La rappresentazione di uno 


spazio bidimensionale nel tempo, descritta come una sovrapposizione di copie. 
Concentriamoci però solo sul piano spaziale senza considerare il tempo, o se 
preferisci, congeliamo un singolo istante di tempo. Il piano euclideo è proprio 
quello che ci ha svezzato e ci ha introdotto alla geometria piana, è quel posto 
magico in cui l’ipotenusa di un triangolo rettangolo è data dal teorema di 
Pitagora: 


(= (Ax)+(Ay)? 
o (Ax)? + (Ay) 


Ax 


Tutti concordano sul teorema di Pitagora, è un fatto matematico che è 
indipendente dal proprio stato di moto! Se le trasformazioni di Galileo fanno 
quel che promettono di fare, non dovrebbero mai e poi mai alterare la 
lunghezza dell’ipotenusa di un triangolo rettangolo! Ci aspettiamo che sia: 


Osservatore 2 Osservatore 1 


L= AX° + AY° @ = Ax + Ag? 


AXPAV=Ar% day 
Le 
trasformazioni di Galileo lasciano invariata la geometria euclidea dello spazio. 
Effettivamente è così, le trasformazioni di Galileo restituiscono il risultato 
corretto, lasciando intatto il teorema di Pitagora (non avrebbe proprio senso 
se dovesse dipendere dallo stato di moto!). Nel caso più semplice in cui il 
moto relativo è lungo l’asse x dell'osservatore 1 si ha: 


Ves-y ———;i;» AXcAt=-U0M 
AY Du 
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AX® +AY° = Axr° + v° At —2vAx At +Ay° 
= 2 - 
(Ax-vAt)?  (A4y)? 0 0 


= Ax° + Ay° 


Nota che il conto restituisce il risultato che ci aspettiamo solo se poniamo 
uguale a zero l'intervallo temporale “At” tra i due eventi spaziali che 
specificano i cateti del triangolo rettangolo! Questo passo è fondamentale, le 
lunghezze spaziali, nello spaziotempo, si calcolano per definizione a tempo 
fissato. Non avrebbe proprio senso dire “questo oggetto è lungo 3 cm tra gli 
istanti di tempo 1 e 10 secondi”: un osservatore è in grado di misurare una 
lunghezza spaziale nel proprio sistema di riferimento solo una volta che 
individua simultaneamente gli estremi dell'oggetto che vuole misurare. 

Ora che abbiamo completato il riscaldamento con la relatività di Galileo, è il 
momento di passare al succo del discorso, ovvero il motivo per cui sei qui! 
Ripensare il principio di relatività 

Alla fine del XIX secolo ci si accorse che una serie di argomenti teorici e 
sperimentali rendevano incompatibili le leggi dell’elettromagnetismo con il 
principio di relatività, o meglio, con il principio di relatività mediato dalle 
trasformazioni di Galileo. Siccome l’elettromagnetismo era fondato su radici 
sperimentali solidissime, e si presumeva che il principio di relatività fosse un 
qualcosa di irrinunciabile per la Fisica, si spalancarono due possibilità: 


1) La teoria dell’elettromagnetismo è falsa e bisogna trovarne una 
migliore, che sia compatibile con Galileo. Il principio di relatività è 
irrinunciabile. 

2) La teoria dell’elettromagnetismo è vera. Il principio di relatività può 
essere abbandonato. 


Fu quel giovanotto di Einstein a trovare il mix perfetto tra queste due 
soluzioni molto drastiche, la cosiddetta terza via: 


3): La teoria dell’elettromagnetismo è vera. Il principio di relatività è 
irrinunciabile. Le trasformazioni di Galileo però non sono le 
trasformazioni corrette per applicare il principio di relatività. 


Einstein notò che le trasformazioni di coordinate che lasciavano invariate le 
leggi dell’elettromagnetismo non erano quelle di Galileo, ma le trasformazioni 
di Lorentz: 


X=9(x- vt) 


1 
T=y(t- 32) cite 


c? 1_ è 


“c” è la velocità della 


luce: 300.000 km/s. È evidenziato il fattore gamma. 

Queste bestiole non sono altro che le trasformazioni di Galileo con un po’ di 
accorgimenti in più: ad esempio compare a moltiplicare il “fattore gamma: y” 
che contiene il rapporto tra la velocità relativa dei due osservatori e la velocità 
della luce al quadrato. La velocità della luce compare per due motivi, uno 
storico e uno concettuale: 


1): Queste trasformazioni furono trovate tra quelle possibili che 
lasciavano invariate le leggi elettromagnetiche tra osservatori in moto a 
velocità costante. Siccome la luce è un’onda elettromagnetica che si 
propaga nel vuoto con velocità “c”, questa compare direttamente nelle 
trasformazioni come fattore costante per far sì che l'equazione dell’onda 
rimanga appunto invariata, come vuole il principio di relatività. 

2): Studiando le conseguenze di queste trasformazioni si scoprì che 
facevano una predizione insolita: la velocità della luce è un vero e 
proprio limite di velocità: nessuno può raggiungerla e nessuno può 
superarla. È una conseguenza matematica di queste trasformazioni. (Si 
nota già dal fatto che il fattore gamma “y” esplode se poniamo la 
velocità relativa “v” uguale a “c”. Non si può dividere per zero!). 

Come tutti i limiti di velocità, deve essere uguale per ogni 
“automobilista”: la velocità della luce è una costante che ha lo stesso 
valore numerico per tutti gli osservatori che si muovono di moto relativo 
a velocità costante. Questo è anche un fatto rigorosamente verificato 
sperimentalmente. 


Trasformazioni di Galileo Trasformazioni di Lorentz 


Non mischiano Mischiano 
tempo e spazio tempo e spazio 
Non lasciano Lasciano ‘“c’ 

“Cc” invariata invariata 
Non funzionano con Funzionano con 
l’elettromagnetismo l’elettromagnetismo 


Senza soffermarci troppo sulla matematica di queste trasformazioni, 
osserviamo che la prima differenza importante con quelle di Galileo è il fatto 
che la coordinata temporale dell’osservatore in moto relativo è 

ottenuta mischiando coordinate temporali e spaziali dell'osservatore iniziale! 


dala; t- Da 


A differenza di Galileo, non è 
semplicemente “T=t”, ma compare prepotentemente anche lo spazio con la 
coordinata “x”! 


Questo fatto è assolutamente inedito, e dà i natali a una interpretazione 
completamente rivoluzionaria del concetto di spaziotempo! 

Il tempo non è più assoluto e uguale per tutti, ma è una cosa personale per 
ogni osservatore dell’universo, così come sono personali le proprie coordinate 
spaziali. L'importante poi è riuscire a tradurre da una lingua all’altra per 
mettersi tutti d'accordo, ma a questo ci pensano proprio le trasformazioni di 
Lorentz. 

Il problema dell’elettromagnetismo ci ha aiutato a capire che sono in realtà le 
trasformazioni di Lorentz quelle corrette da introdurre quando si parla di 
principio di relatività. Le trasformazioni di Lorentz si riducono a quelle di 
Galileo nel limite in cui la velocità relativa “v” è molto inferiore alla velocità 
della luce “c” (cosa che ci riguarda in particolar modo, dato che nulla nel 
nostro mondo viaggia a velocità prossime a 300.000 km/s, eccezion fatta per 
la luce e alcune particelle subatomiche). 

Lo spaziotempo di Minkowski 

Ricordi la questione del teorema di Pitagora discussa poco fa? Le 
trasformazioni di Galileo vanno molto d’accordo con la geometria euclidea 
dello spazio. Anche le trasformazioni di Lorentz ci vanno d’accordo, ma 
concentrarsi solo sulla parte spaziale è riduttivo. Si trovò che esiste una nuova 
quantità spaziotemporale che è lasciata invariata dalle trasformazioni di 
Lorentz! Tenendoci sempre in dimensioni 2+1, questa quantità è la seguente: 


As = —cCAt° + Ax° + Ay° 


L'intervallo spaziotemporale 
lasciato invariato 
Cioè se prendiamo due eventi separati da una distanza spaziale e da una 
distanza temporale, la quantità costruita in questo modo assume lo stesso 
valore per tutti gli osservatori che si muovono con velocità costante: 


As°=-c° At° + Ax° + Ay° 
o, Ni < 
Invariante!  (t2-t1)? (c2-21)? (y49-y1)? Evento 2 
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Evento 1 (t1,21,%1) 


Questo fatto ci fa capire quanto fosse poco casuale che tempo e spazio si 
mischiassero nelle trasformazioni di Lorentz. Tempo e spazio si mischiano per 
un motivo ben preciso: fanno parte di un costrutto più grande dello spazio, 

lo spaziotempo! In questo spaziotempo la velocità della luce gioca un ruolo 
così importante da comparire addirittura nella “versione estesa del teorema di 
Pitagora spaziotemporale”. 

L'insegnamento che ne possiamo trarre è il seguente: se lo moltiplichiamo per 
la velocità della luce, il tempo diventa a tutti gli effetti una nuova dimensione 
spaziale. 

Viviamo quindi in una realtà a quattro dimensioni: tre dimensioni spaziali e 
una dimensione temporale. A differenza di come la pensavano qualche secolo 
fa, la dimensione temporale è in grado di mischiarsi con le informazioni 
spaziali tramite le trasformazioni di Lorentz. 

Il teorema di Pitagora spaziotemporale è però particolarmente speciale, 
perché non possiamo ignorare che il termine temporale presenta un segno 
negativo! 


As' = CC At° + Ax° + Ay° 


Tempo e spazio non sono trattati 
allo stesso modo, c’è un segno meno di differenza! 
Cambia proprio il concetto di geometria: la geometria dello spaziotempo non è 
più euclidea! Hai mai visto un teorema di Pitagora con una differenza al posto 
di una somma? 
È la somma dei quadrati a rendere euclidea la geometria spaziale del teorema 
di Pitagora. 
D'altra parte la geometria dello spaziotempo si dice essere “pseudo-euclidea”. 


Questo nome potrà essere figo da pronunciare, ma non dice nulla di troppo 
rilevante per i nostri scopi. 

Una cosa ben più rilevante da esplorare invece è il diagramma 

spaziotempo (detto “di Minkoswki”). 

Ricordi i diagrammi che abbiamo studiato nel caso di spazio-tempo classici? 
Quello spazio-tempo era particolarmente noioso in quanto tempo e spazio non 
erano in alcun modo connessi reciprocamente da trasformazioni di coordinate 
rilevanti per la Fisica. Ora si son mischiate un po’ le carte, quindi vediamo 
cosa bolle in pentola. 

Consideriamo di nuovo due osservatori in moto relativo l’uno rispetto all’altro 
con velocità costante, ed esattamente come prima rappresentiamo i loro 
sistemi di riferimento in un unico grafico spaziotempo. 

Per fare ciò dobbiamo trovare le equazioni degli assi T e X del secondo 
osservatore in funzione delle coordinate del primo! Con un procedimento 
identico a prima troviamo le seguenti rette: 


=0 


i 
X=9%y(e uv) — t=- o asseX=0 
(0) 
=0 
v v 
T=7(t- 30) rn. L= =t asseT0 
c Cc 


Il risultato del mixing tra coordinate spaziali e temporali cambia 
completamente le regole del gioco: nel caso di Galileo avevamo che solo l’asse 
temporale dell'osservatore appariva ruotato nello spazio-tempo 
dell'osservatore fermo. Ora abbiamo una rotazione di entrambi gli assi! 


di cT 


Un diagramma di Minkowski. 
Nota che gli assi temporali sono moltiplicati per la velocità della luce. 
Come suggeritoci dal “teorema di Pitagora dello spaziotempo”, la dimensione 
temporale deve comparire moltiplicata per la velocità della luce. 
Questo fatto ha delle implicazioni senza precedenti, perché se ora andiamo a 
chiederci, come fatto prima, quali siano le rette di simultaneità per 
l'osservatore in movimento, dovremo tracciare nuovamente la parallela 
all'asse X: 


-120 
ICvalbre basito osservato per l'energia del vuoto, circa 10 ,derivante 
da una prevalenza dei contributi bosonici-su quelli fermionici nelle 
flutt4azioni quantistiche del vuoto isiconiè enormemente più piccolo di quello 
che di si aspetterebbe in base allateoî a-quantistica dei campi 


guonì 


cAt X 


Eventi che giacciono sulle 
rette di simultaneità, come si vede, sono separati da un intervallo temporale 
At non nullo per l’altro osservatore. 

Il fatto che le rette di simultaneità non siano parallele all’asse “x” del primo 
osservatore implica che: 

Eventi simultanei per un osservatore in moto possono non essere simultanei 
per un altro osservatore 

La simultaneità di due eventi è relativa a chi osserva gli eventi! Se io osservo 
due eventi A e B accadere allo stesso istante di tempo sul mio orologio, un 
osservatore che si muove rispetto a me potrebbe veder succedere A prima o 
dopo B. 

*https://cinturadiorione.com/tag/trasformazioni-di-lorentz/ 


II modello Lambda CDM 


1 modello Lambda CDM è oggi considerato il più semplice modello 
cosmologico in grado di descrivere l'universo osservabile e pone le sue 
fondamenta sulla teoria della Relatività Generale di A. Einstein. Interessa la 
cosmologia relativistica, esiste brevemente un iter matematico che conduce 
alle equazioni di Friedmann secondo un approccio formale diretto basato sui 
tensori. 


Il valore della costante cosmologica 


Dimostrazione 


Il valore del logaritmo di infinito. Il logaritmo di infinito dipende dalla base del 
logaritmo e dal segno del simbolo di infinito: il logaritmo di più infinito è più 
infinito se la base del logaritmo è maggiore di zero, meno infinito se la base è 


compresa tra 0 e 1. Il logaritmo di meno infinito non è definito. 


